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Einleitung. 

Wenn die Koordinaten der Punkte einer Placlie durch die 
rationalen Funktionen f{Uy v), g (u, v) und h (u, v) bestimmt sind, 
so entspricht jedem Pimkte der wt?- Ebene ein Punkt der Fläche, 
aber einem Punkte der Fläche kann eine Gruppe von n Punkten 
auf der Ebene zugehören. 

Herr Lüroth hat nun Untersuchungen darüber angestellt, 
ob man nicht andere rationale Funktionen J;, d' von w, v finden 
könne, so daß sich /*, g, h als rationale Funktionen von g und -9* 
darstellen lassen, und zwar in der Weise, daß man fiir jeden 
Wert w, V, also für jeden Punkt der Fläche, nur ein System g# 
erhält. (Rationale Flächen und involutorische Transformationen, 
Freiburg i. Br. 1889.) Herr Lüroth gibt einige allgemeine 
Betrachtungen über die Aufgabe, die Funktionen ^, d' zu be- 
stimmen, und wendet dieselben dann auf Beispiele an. 

Die Punkte einer solchen Gruppe stehen durch den zu- 
gehörigen Flächenpunkt miteinander in Beziehung. Die Ab- 
leitung der Punkte aus einem von ihnen wird eine involutorische 
Transformation genannt. Nun haben die f, g, h für alle Punkte 
einer Gruppe den gleichen Wert und, wenn der zu beweisende 
Satz richtig ist, auch die g, ^. Sie werden daher invariante 
Funktionen genannt. 

Es werden dann in der genannten Arbeit noch folgende 
Sätze bewiesen: 

Alle invarianten Funktionen entstehen aus symmetrischen 
Funktionen der Punkte einer Gruppe. Lassen sie sich rational 
durch zwei derselben ausdrücken, so seien diese ein Hauptpaar 
genannt. Ein solches Hauptpaar kann an Stelle der g, d' treten. 
Somit ist der Beweis des angeführten Satzes zurückgeführt auf 
den Nachweis, daß bei jeder involutorischen Transfoimation ein 
Hauptpaar existiert. Man braucht aber nur diejenigen ein- 
fachsten Typen von involutorischen Transformationen zu unter- 
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suchen^ auf welche sich alle anderen durch Cremonasche Um- 
formungen zurückführen lassen. 

Im Anschluß daran hat Herr Lüroth als Beispiel den Fall 
untersucht, wo einem Punkte der Fläche drei Punkte der Ebene 
entsprechen, mit Beschnuikung darauf, daß die Punkte der 
Gruppe durch Cremonasche Transformationen Ü aus einem 
derselben hervorgehen. Dabei werden nur diejenigen Um- 
formungen U ins Auge gefaßt, bei denen ein Büschel von 
geraden Linien entweder in sich oder in ein anderes übergeht. 
Die Koordinaten der Punkte waren xy für P, giy für UP, jp 
für IPP. Bestimmt dann x resp. S, £ die Geraden des einen 
Büschels und y resp. i;, t) die des anderen, so ist | entweder 
nur von x oder nur von y abhängig. Durch Aufstellung der 
Umformungen ü und Reduktion derselben auf den Typus | =» a^ 
und rj = iy wurde gezeigt, daß in diesem Falle ein Hauptpaar 
existiert. Daß eine solche Reduktion immer möglich ist, hat 
Herr Gantor gezeigt: Premiers fondements pour la theorie des 
transformations pdriodiques univoques. Naples 1891. 

Durch Herrn Lüroth wurde ich auf diese Untersuchungen 
aufmerksam gemacht und erhielt von ihm die Anregung, die- 
selben Untersuchungen für eine Gruppe von 4, in einem spez. 
Falle auch von n Punkten durchzuführen. Dies ist der Inhalt 
vorliegender Arbeit. 



I. Abschnitt. 

Inyolntorische Transformationen einer 6frnppe von 

vier Punkten. 

Die Koordinaten der Punkte sind in der ganzen Arbeit mit 
x^y^y x^y^ usw. bezeichnet. 

Erstes Kapitel. 

Wenn ein Linienbüschel in sich selbst übergehen soll, so 
hängt bei passender Wahl der Koordinaten x^ nur ^on-x^ ab, 
während y^ eine Funktion von x^ und y^ ist. 

Es soUen zunächst die Transformationen fQr x, und dann 
diejenigen für y^ aufgestellt und reduziert werden. 

I. 

Da die Beziehung zwischen x^ und x^ eindeutig umkehrbar 
sein soll, so muß x^ eine lineare Funktion von x^ sein, deren 
Koeffizienten von y^ unabhängig sind; also: 

Wenn y = ist, dann reduziert sich die Transformation auf 
(A) x^= a + hx^. 

Wenn y + ist, dann kann man sie durch 

Ä?i ~ Wj und a?2 = Mg 

reduzieren auf die Form: 



a 



1^ = \-h. Man braucht also nur noch 



^1 
a 



(B) x^ = yh zu untersuchen. 



«1 



Die Koeffizienten der Transforibation werden bestimmt, indem 
man Xf^ bildet und gleich x^ setzt. 
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A: x^ = a + hx^j 

x^z^a + 'ba + Vx^y x^^a + ah + ah^+ h^x^, 

x^=^ x^^ a + ab + ab^+ a6'+ i^x^- 

Man tat also in diesem Falle für a und b die Gleichungen: 

a(l + 6 + 6«+6») = und 6*= 1. 

Es sind zwei Lösungen möglich: 

(1) a = 0, 6 « i\ wo 1/ = 0, 1, 2, 3. 

Im Falle v = 3 hat man x^ =* '^x^, was durch x^^ i: % und 
x^= i: u^ auf u^ = »% reduziert wird. Es bleiben also folgende 
Transformationen : 

* *2 

Xa ^^ X-i : Xa •— » 3/^ t aÜ/a -— V X-t m 

(2) a + 0, 6 = i", wo aber bei v alle durch 

4 teilbaren Zahlen ausgeschlossen sind. Die Transformation 

heißt also: x^^a + t'x^. 

Setzt man nun: 

, g __ , g 

^1 ■" ^1 "r 1 _ jf > ^2 — ^a • 1 __ j-" ? 

so folgt ^2=*"^^, 

also der unter A (1) schon erledigte Fall. 

Man bildet wieder Xr, und setzt es gleich x^i iCj = , 



d; 



a6 + (g -f 6*)agt 

g (g + 6*) + 5 (2 g + 6*) ajj 



^*' g6 + (g + 5«)asi ' 

_ __ g5(2g + &« ) + [ g(g + &*) + 6« (2g + &«)]a^ 
^6 — ^1— g(g + 6») + 6(2g + 6*)a:i 

Wenn man den Nenner auf die linke Seite nimmt und beachtet^ 
daß der Koeffizient von x\ Null sein muß^ so folgt: 

6 (2 a + 6^) == 0, womit auch der Koeffi- 
zient von x\ und das absolute Glied Null werden. 
Man hat also für a und b die eine Gleichung: 

6(2a + 6*)-0. 
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Es sind wieder zwei Lösungen "möglich: 
(1) 6 = 0, a beliebig, gleich ft*, also 

x^^Tc^ :x^. Setzt man hier 

_ (i + ««,)fe _ a + «s)fc „ foi-t. 



*(! + «♦,) *«(1 — «,) 



oder 



(1-«,) *(l + «i) 

1 + «J + «1 + «*!«» = 1 — M, — «j + «!«»> 

(2) ( + 0, also a •= — 2)* : 2; dann ist die Transformation 

^ = 6-2^- 
Setzt man hier a?. =» \ ^^^ — und x^ = ^ . ^ ^ — , so folirt: 



(l + f*,)5 _, 6«(i + (i-0«i) 



oder 



= -l-(l + i)tl,-(l-i)tli, 
(l+i)ti,— - 1-(1 -i)Wi, 

oder t<5 = — . . + i*Wj, da ^ . . « — i ist. 

Diese Transformation wurde Seite 6 A (2) schon behandelt. 

Man hat also mit teilweiser Änderung der Bezeichnung 
folgende drei Typen: 

0?,= X^j 

30^ ^* % X\ • 

n. 

Die Beziehung zwischen y^ und y^ muß wegen der ein- 
deutigen Umkehrbarkeit in y^ linear sein, während die Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x^ sind. Die Transformation 
läßt sich analog wie die für x^ auf eine der beiden Formen 
bringen: 

y,^A + By, y,-^-±^- 
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A: y,=«4 + Byi. 
Man darf hier A als ganze rationale Funktion annehmen. 
Denn wäre es gebrochen von der Form ^-, so würde man 
durch 2^2 "^ ^8 * ^(^i) ^^^ ^^^ entsprechenden Ausdruck für y^ 

erhalten. Die an A resp. B vorgenommene Transformation soll 
mit einem Akzent bezeichnet werden^ dann ist: 

y, = A'-VB'A + BB'y,, y,= ^"+ B"A'-\- B'B'A + BB'B"y„ 

y^=y^=A"' + A"B"'+A'B"B"'+AB'B"B"'+BB'B"B"'yi. 

Also hat man fQr A und B die Gleichungen: 

(1) BB'B"B"'=1, 

(2) A'" + A"B"' + A'B"B"' + AB'B"B' = 0. 

Ä ) »I/O •"" X\ • 

In diesem Falle sind die Gleichungen: 

^=1 und ^(l+-B + ^+B») = 0, 

und es kehren ganz dieselben Fälle wieder wie bei A (Seite 6 
oben), und man hat y^^^i^yi, vE^0mod4. y2~yi g®^* nicht 
neben x^ = x^y weil das immer denselben Punkt gäbe, y^ = i^y^ 
geht auch nicht, weil man damit eine Untergruppe von zwei 
Punkten hätte, y^ = i^y^ läßt sich ähnlich wie oben (Seite 6) 
auf y^ » iy^ reduzieren. Man hat also 

x^^x^ und y^^^iyi' 

ß) x^^ix^. 

Es sei B{x^ = {x^-- ay{x^—iay{Xy^— i^ay'{x^--i^ayC{x^y 
wo C{x^ für x^^a, ia, i^a, i^a weder Null noch unendlich wird. 
jBjB'JB"JB'"-1 wird dann: 

(x^ — (^{x^ — iay (x^ — i^ay (x^ — i*a)' • C 

X {ix^ — ay (iXi — iay (ix^ — i*«)'' (ix^ — i*a)* • C 

X (i^x^ - a)P (i^a?! - iay (i^x^ - i^a/ (i^x^ - i'a)' • C 

X (Va^i - a)P (i^Ä^i - iay (i% - i^a/ (i^x^ - i»a)' • C 

« (^ — a)P+«+''+' • *?+«'•+»* . (x^ — ia)P+«+''+* • i''+8«+»p 



»<' 



i//r 
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oder mit Fortlassung der Potenzen von i 

Aus der Art, wie C gewählt ist, folgt: p + g^ + ^ + s^O. 
Nimmt man also s^—p — q — r, so ergibt sich: 

B{x) = {x^ - ay {i^x^ - a> {px^ - ay {ix^ - a)-^-«-'* C 

•oder, indem man den Faktor (px^ — d)"^ im Zähler und Nenner 
beifügt: 

Bix ^ = (a?i — af • (•>! — g)""^""^ • (t'a?^ - ar^ ^. . 
Ebenso kann man jetzt C(x^) zerlegen und findet schließlich: 

wo D, jE, F ganze rationale Funktionen sind und Tc eine vierte 
Einheitswurzel bedeutet. Man hat demnach folgende Trans- 
formation: 

^2 - * ^1 , Vi- l){ix,)E(i^x,)F(i^x,) * »1 -^ ■^• 
Setzt man nun: 



_ Vi A ^ ^ 






I){Xi)E(iXi)F(i^Xi) ^» D(iXi)E(i*Xi)F{i''Xi) ' 

so folgt: i?2 "^ ^(^1) + ^^^1} 

wo (7(0^1) eine ganze rationale Funktion von x^ ist, da nach 
Gleichung (2) Seite 8 Ä durch B teilbar ist. Macht man jetzt 
die umkehrbare Substitution: 

t?i = xlw^ und Vj == xlw^ = i^x^w^, so folgt: 

WO Gl eine ganze rationale Funktion ist. Bezeichnet man in 
vorstehender Gleichung die Ersetzung von x^ durch ix^ mit 
einem Akzent, so erhält man: 

Da nun aber eine viermalige Anwendung der Transformation 
wieder den ersten Punkt ergeben soll, so muß sein: 

Zerlegt man G^ in die Summe: 

H{xt) + x,Kixt) + a^Mixi) + xlN(xi), 
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so folgt H(xl) = auf folgende Weise: 

Gi(xi) ^H+ XiK+ xlM+ a;JJ\r, 
G^(ix^) ^H+ iXiK + PxlM + i^^x^N, 
G^(i^Xi) ^H+ i^x^K + x\M + i^x^N, 
G^{i%)=^H+i^XiK+t^x^M+ ix^N. 

Durch Addition der vier Gleichungen folgt: • 

= 4Ä 
Demnach ist die Transformation gegeben durch: 

wenn man wieder y für v schreibt. Setzt man nun: 

_ x^K xlM ix^N _ x^K xlM a^N 

so folgt: 

00^ = ix^j Vj = v^ oder y^ = y^ oder mit Vertauschung 
der Variabein: x^ = x^y t/g = iy^ . 

Da in diesem Falle JS" = B und J5'" = B\ A'' = J. und 
A"' ^ A' ist, so lauten die Gleichungen für A und JB: 

JB^B'^=^1 und ^'+^£'+^'jBJB'+^B5'2=0. 

1. Wenn BB' ^ + 1 ist, so wird die zweite Gleichung: 

A'B + A^O. 

Dann wird aber schon ^3=^1, und man hat also eine Gruppe 
von nur zwei Punkten. 

2. Weim BB' = — 1 ist, so kann man ein ganz analoges 

Verfahren einschlagen, wie unter ß) und erhält yg=^jh y^. >. iy^. 

JJ{ Xi) 

Man kann es aber auch einfacher auf folgende Art erhalten. 

Lüroth hat in der genannten Schrift (Seite 10) gezeigt, daß 

D(x) 
B(Xi) gleich ri. . sein muß, wenn BB' = + 1 sein soll. 

U{ X^) 

Soll es also — 1 werden, so muß zu B noch ein Faktor c 
kommen, so daß c^= — 1, also c ^ dci ist. Also hat man: 
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^2 = — ^1 ™d y, = J. ± ^._ jv tyi, was durch 

yi = t;i :D(a?i) und y^ = t;, : D(— a?i) auf 
iCg = — a:^ und Vg = ^(^i) i *^i 

reduziert wird. Hier wird ^5=^1 bei ganz beliebigem R(xi). 
Nimmt man nun bei iv^ zunächst das positive Zeichen und setzt: 

»1 = »1 + -3- + -2-> »s = y» + -g- + -g-, so folgt: 






»_R 22' 

Nimmt man aber — iv^ und setzt v^ = y^ ^ + -0- und 



t;2 = ^2 s — |- — , so erhält man ^2*^ "" ^^i» ^^^ (Seite 6 oben) 

schon auf die Form w^ = iw^ gebracht wurde. 

Setzt man endlich noch a^i = t4i«i;J, x^^u^i^w^y so ist 
W2=*Wi neben w^=^iw^ oder mit a; und y geschrieben: 

Ä?2 *^ ^1? ^2 '^ ^yi* 

^* yi 

Die nötigen Gleichungen zur Bestimmung von A und B 
erhält man wieder^ wenn man y^ bildet und gleich y^ setzt. 

y» ^ + J5y, ' 

_ Ä{Ä"+B'B") + (^'.5"+ ^".B + BB'B'')y, 

A{A'' B'" + ui"'.B' + B'B'B''') 

^5 ==• yi — ^ (^-- _^ j3'5") ^ (^'_B" ^ ^" j5 ^ BB'B') y^ 

\Ä'{A'"+ B"B")+ B(Ä"B'"+ Ä"'B'+B'B''B'")]yi 
■^ AiA" + B'B'') + {A'B"+ A'B + BB'B")y^ 

Denkt man sich nun den Nenner auf die linke Seite der Glei- 
chung gebracht, so mufi der Koeffizient von y\ Null sein. Damit 
ist aber auch das absolute Glied des Zählers Null. Es bleibt 
also zur Bestimmung von Ä und B^ A», A^Q ist: 

(1) A'B" + A'B + BB'B' = 0, 

(2) AA'' - A'A''' « A'B'B'" - AB'B\ 

a) a?2==^i- 
In diesem Falle ist die zweite Gleichung identisch für be- 
liebige A und By die erste wird: 
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B(2Ä + B')^0, 

J5 = b'efert eine Gruppe von nur zwei Punkten^ also hat 
man -4 = — yB*, wo B eine ganz beliebige rat. Funktion ist. 
Man hat also: 

was ganz analog wie die Transformation für x^ (Seite 7 Mitte) 
reduziert wird auf: 

Ersetzt man in der zweiten Bestimmungsgleichung für A 
und B x^ durch ix^^ so folgt, da J5""- B und A"" ^ A: 

A'A'"- A''A = A''B'''B - A'B''B'\ 

Addiert man diese neue Gleichung zur zweiten, so folgt: 

^ A'' B''' B - Aß' B'\ 

also muß A = qBB'" sein. Der Faktor p, der sich mit x nicht 
ändert, läßt sich mit Hilfe der ersten Gleichung bestimmen: 

qB'BB' + qB'^B'B + BB'B'^ 0, also ist 
Die Transformation ist somit gegeben durch: 

Setzt man nun yi=^v^B"\ also y^^^v^B, so ist: 

1 



^»=1-2^ 



iTj — *a?i, «'S— -^ o., 7 



was schon auf die Form y, = i^i reduziert ist (Seite 7 Mitte). 
Setzt man noch x^^u^yi und x^^i^iy^ so folgt: 

w, = Wi oder wieder mit x und y geschrieben: 

Es war in dieser Transformation J. = — j BB''\ Da nun ^ 
nicht Null sein darf, wohl aber J8, so ist noch der Fall 5 = zu 
untersuchen. Es bleibt von den Gleichungen für A und B nur 

AA''^A'A''\ 
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Hieraus folgt A'^qA^ wo q mit a:, sich nicht ändert. Da 
Q^^\ sein muß^ so hat man: 

A'^-^A oder A' ^ - A. 

1. Wenn A bei der Transformation sich nicht ändern soll, 
so muß A=^f{pif^ sein, was man mit Hilfe der Wurzeln, a\y 
der Gleichung f{oc^ = in der Form 

A = l^n{Qi\ - affi = ± fc«i7 { (af - x^Ji {af + a:f)^• } 

darstellen kann, wo v^ ganze positive Zahlen sind. Die Trans- 
formation lautet also 

^2 = *^i ; y« = ± **^ { («? — ^i)"* («? + ^f)''* } 'Vi' 
Setzt man nun y^ = v^hn{a] + 0?^)"» und y^ = v^kn(af — xl)\ 
bei positivem Zeichen, und dieselbe Substitution, versehen mit 
dem Paktor i, bei negativem Zeichen, so ergibt sich: 

x^ = ix^ und ^2 = 1 : v^, 

was Seite 7 (1) auf den Typus y^ = i^y^ reduziert wurde. 

2. Wenn J.'= — -4 also J."= + A sein soll, so hat man: 

A = a;f/-(4) = ± Ä»:rf il { (a? - ^J* (a.? + a;J7< } 
und damit die Transformation 

x^ = ixi und ^2 = ± ^2^1-^ 1 («? — ^?)"' (ö^? + ^i) } 'Vi' 

Setzt man nun beim negativen Zeichen y^^ lcx^v^n(a^ + icj)''^, 

also ^2 = *^^i ^2-^(^1 ""^)*S ^^^ beim positiven Zeichen das- 
selbe versehen mit dem Faktor i im Zähler, so folgt: 

1^2 = — , was durch v^ = ——-y^ und ^2 = T. y2 



t?. 



^ ^1 "« ^2 



auf die schon wiederholt behandelte Form y^=^l:y^ reduziert wird. 

y) x^^-x^. 

Da hierbei A'' ^ A, A'''^A\ B'^B, J5'"-JS' ist, so 
sind die Bestimmungsgleichungen für A und B: 

A'B+AB+ B?B'^B{A + A' + BB") = 0, 

A^ - A'^ « A'BB - ABB\ 

1. Wenn B =» ist, dann ist J.'= — ^ (+ ^ würde eine 
Gruppe von nur zwei Punkten ergeben). 

Da nun A eine beliebige ungerade rationale Funktion 
ist, so kann man setzen: A = ^tfi^i) = x^h^TI{x\ — ajy^ 
= ± x^k^^{(a^+ a;i)''»(a^— Xi)"»}, so daß die Transformation ist: 
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wo Vi ganze positive oder negative Zahlen sind. 
Setzt man nun bei positivem Zeichen: 

und bei negativem Zeichen dasselbe mit Zufügung des Faktors i, 
so ist rCj = — a?!, v, = rr^ : t?^ . Setzt man nun 

Xi = M^t?! und x^ = Wgvf; 

so ist Wji;| == — 1*1 i;J und v^ = MiV^ oder w^ = und v^^ti^Vy • 

Setzt man noch 

^ ^ _1 ! hL also iU == ~^— i ^ , 

so folgt: 



•*'2 



r rr. und t;, == -^H — ^^-^ » 



was ein spezieller Fall der auf Seite 10 unter y) behandelten 
Transformation ist. 

2. Wenn B=^0 ist, so hat man ganz analog dem Falle 
unter j3) Ä^^ — ^BB' und die Transformation lautet: 

_ _ ^ BB' 

^2 ~~ ^1 > 3^2 "~ -^ 2y~ ^ 

was durch y,^v,B', also ^, = «,5, sich reduziert auf: 
eine schon wiederholt behandelte Form. 



Zweites Kapitel. 

Wenn ein Linienbüschel in ein anderes übergehen soll, so 
kann man die Koordinaten so bestimmen, daß x^ nur von y^ ab- 
hängt, während im allgemeinen y^ Funktion von x^ und y^ ist. Also 

^2 = /"Ol); y^-g^^iVi)' 

Da die Transformation eindeutig umkehrbar sein soll, so muß 
f(jf^ in y^ linear sein. Setzt man daher f{y^ == z^^ also 
f{y^ = ;8fg, so wird z^ eine rationale Funktion von x^ und z^y 
so daß man nur 

ar^^yi und y^-^ g^ipo^y^ 

zu behandeln hat, wo statt z wieder y geschrieben ist. Wäre 
nun y^ nur von y^ abhängig, also y^^yiVx)) so würde folgen: 
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y^^ x^^g{g[g{y^'\]^ was nicht möglich ist, da x^ und y^ dann 
nicht unabhängig voneinander wären. 

Dagegen kann y^ von y^ unabhängig sein. Denn aus 
y^ = g{x^ ergibt sich y4,^ x^^ g [g{x^ \ , was möglich ist. Da 
nun wegen der eindeutigen Umkehrbarkeit g in x^ linear sein 
muß^ so hat man 

Da rr4 = y^ und ^4 «= aj^ sein muB^ so erhalt man 

Dieser Ausdruck muß wegen der eindeutigen Umkehrbarkeit in 
y^ linear sein. Man hat also, wenn a, /}, y, d ganze rationale 
Fimktionen von x^ bedeuten, identisch: 

Myt) + yiB(y,) ^ cc+y,ß , 
0(y,) + yi-D(y,) y + y,^ 

(H) y?(jB-i32)) + yi {äÄ-aD + yB-ßG] + yÄ-aC^O, 

Nimmt man jetzt ein Wertesystem y^, x^ beliebig an und 
bestimmt aus (I) die dazu gehörigen Werte von y^, so müssen 
dieselben auch die Gleichung (DL) erfüllen. Wenn also die 
Koeffizienten von (II) nicht alle identisch Null sind, so dürfen 
sich aus (I) nur zwei Werte für y^ ergeben. Also können die 
Funktionen Ä, JB, C, D höchstens vom zweiten Grade sein. 
Weitere Untersuchungen machten es höchst wahrscheinlich, daß 
dieselben nur vom ersten Grade sein können. Ich beschränke 
mich im folgenden auf den Fall, daß diese Funktionen linear 
sind. Der stringente Beweis, daß sie es sein müssen, ist mir 
noch nicht gelungen. 

Es bleibt noch der Fall zu imtersuchen, daß die Koeffizienten 
von (n) alle identisch Null sind. Man hat dann 

Die beiden Seiten müssen konstant sein, weil die eine nur von 

x^y die andere nur von y^ abhängt, ebenso ist — = ^ = ^3. 

Setzt man die sich hieraus für d, D, y, C ergebenden Werte in 
die Gleichung dÄ — aD + yB — ßC =^0 ein, so ergibt sich 

-g- = -j = Äg- ^s wäre demnach A = h^B^ C = Jc^h^B, D = Jc^B, 
und die Transformation würde lauten: 
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ein Fall, der sofort erledigt werden soll. 

Wenn nämlicli Zähler und Nenner einen gemeinsanoien 
Faktor haben, so ist derselbe entweder eine lineare Funktion 
von x^ oder von y^. Durch Kürzen mit demselben würde sich 
im ersten Falle ergeben, daß y^ von x^ unabhängig ist, was 
nicht geht, im zweiten Falle, daß y^ nur Funktion von x^ ist, 
was möglich ist. Man hat dann 

aXi -\- h 

wo die Konstanten a, ft, c, d durch die Gleichung y^ = x^ zu 
bestimmen sind. 

,, _ «yi + ^ 4, _ ^ _ (g'H- hc)x^ + (bd + ah) 
^3 cy^ + d' ^* **'i (ac + cd)x^ + {cb + d^ ' 

Wenn nun 6; = ist, dann hat man eine ganze lineare 
Funktion von x^ und es muß a* : rf^ = 1 und & (a + d) = sein. 
Ist 6 = und a == + d, so ist J/2 ==* ± ^i • ^^ positive Zeichen 
ist aber nicht zu gebrauchen, weil man so eine Gruppe von 
nur zwei Punkten erhalten würde. 

Ist 6 =t= 0, also d = — a, so ist die Transformation: 

Vs ^1 + &• 

Wenn aber c =)= ist, dann liefert der Koeffizient von xl gleich 

Null gesetzt d = — a, während b und c beliebig sind; also 

hat man 

ax. + b 

Für die weiteren Untersuchungen sollen nun folgende Be- 
zeichnungen gebraucht werden: 

Ä(x^) = «laJi + «2, S(xi) = ß^x^ + ft usw. 

und: Ä(xi) + yB{Xi) ^ Z, G{x^) -{- yD{x^) = N, 

Man hat nun wieder y^ zu bilden und es gleich x^ zu setzen. 

y^ N ■ C{y,) + Z . Bin,) "^^ 
( C(y.) + 1 D(y,) ) (n I + y.) + { ^(yi) + 1 S (y.) ) (*. I + *.) 
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oder indem man mit N erweitert und die einzelnen Glieder 
etwas anders zusammenfaßt: 

JV» { (ft - S,x,)Ä(j,,) - {y,x, - «,) C(y,) ] 

+ ^ { (A - d,x,) B{y,) - {y,x, - «,) Diu,,) } 

+ N- Z{(ß,-d,x,)Ä(i,,) + (ß,-S,x,)B(i,,) + (cc,- YtX,) C(y,) 

Da Z und N nicht zugleich Null werden dürfen, so folgt: 

(ßi - *2«i) ^(yi) + («» - n^i) G(yi) = v[A(xi) + y^Six^y] und 

{ß, - d,x,) Biy,) + {a,- y^x,) D(if,) - X [C(x,) + y,B(xJ\ und 

vN+ (A- S,x,) Ä(i,,) + (ß,- S,x,) B(f,,) + («,- y^ajj C(if,) 

+ («i-y»«i)-D(yi) + ^z = o, 

WO i' und A zwei konstante Größen sind. Da nun diese Glei- 
chungen identisch gelten müssen für alle x^y^, so hat man zur 
Bestimmung der a, ßy y, d folgende Gleichungen: 

(1) ^ + «,*!- Ad, = 0, (5) a,6,+ rty,+ vß^ = 0, 

(2) ß^ß,+ aJ,-Xy,^0, (6) «,*,+ y| + v«i-0, 

(3) S,(fi, + y,+ X) = 0, (7) yia, + AK-v) = 0, 

(4) <JxA + yi.(*, + A) = o, (8) «,(A + y,-i')-o, 

(9) d^(v-a,-y,)-ß,(d,-X)-yl = 0, 

(10) yi (v - y,) - *, (ft + y,) - «2*1 + ^«1 = 0, 

(11) vd, + ß,(a, + ß,) + cc^y, + a,S, + Xß, = 0, 

(12) «,(*, + A+A) + y,(v + a,) + /5| = 0. 

Mit Rücksicht auf (3) und (8) hat man: 

§1. *i = Ound<^ = 0, §3. *i + Ounda, = 0, 
§2. dl =- und a, + 0, §4 d^ + und o, + 0. 



§1. 

Nimmt man zunächst an, daß tf j = und a^=^0 ist, so 
hat man mit Rücksicht auf (4) und (7) folgende Fälle: 



(I) y, = 0und^3=0, 
(II) yi = und V == «i; 



(III) *j=- A und Ä=0, 

(IV) dj« — A und v = cc^. 

2 
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I. 

Wenn außer ä^ und a^ auch noch y^ und ß^ Null ist, so 
bleiben folgende Gleichungen übrig: 



(1) ßl-Xd,==0, 

(2) ai<J,-Ay,=0, 



(9) ß,(ä,-X) = 0, 



(5) ai#i,+ v/Ji = 0, 

(6) Ji + va, = 0, 
(11) v(J,+ a,A = 0, (12) y,(»' + «i) = 0. 

Mit Rücksicht auf (9) und (12) hat man nun wieder 
vier Fälle: 

1. ^2 = und ß^ = 0. Dann müßte nach (2) a^ = sein, 
und man hätte y^ = 0, oder 8^ = 0, und man hätte y^ = oo. 

2. y^^^ ^^^ A == dg . Dann wäre nach (2) cc^ = 0, und y^ 
wäre nur von x^ abhängig, was schon erledigt ist. 

3* J's + ö ^^^ ßi = 0- Dann wäre nach (1) dj = und y^ 

nur /"(i^i) oder (1) A = 0, dann wäre nach (2) «1=0 und y^ = 0. 

4. ^2 + 0, V = — «1 und A = dg. Dann ist nach (2) «^ = y^ 

und nach (11) ßi^ S^, und man hat yg=a?i ^* j" ^^^ , was schon 
da war. Fall (I) liefert also nichts Neues. 

n. 

Wenn man neben di=» und cc^=^0 nach § 1 (11) yi=0 
und v == «1 annimmt, so bleiben folgende Gleichungen: 



(1) ßl-^s,-o, 

(2) ^^2 + ^1*2-^^2=0, 



(9) ft((J2-A) = 0, 

(10)-*,(Ä+y2)+^«i = 0, 



(5) a,(S,+ß,)=0, 

(6) yi + «?==0, 
(11) ^ift+ A/32== mit Rücksicht, auf (5), (12) 2 «1^2+ ßl = 0. 

Die Gleichungen (9) und (11) ergeben: 

1. /3i = und jSj^O; dann wäre nach (1) <J2=0 und 
y^ = f(Xj), oder A = 0, dann wäre nach (2) cc^=0 und ^g = 0. 

2. ^1 = und A = - j»! = 0; dann müßte nach (2) d^=0 
sein [«1 = geht nicht wegen (6) und (12)]. Aus Gleichung (6) 
und (12) folgt nun: 

^2 = ± i«! und /3| = T 2 iaj, also 

y^ = 4. ioj und /Sg = ± il/2i • % oder 

y^ = — ia^ und ft = ± y^ • «i- 

Damit sind alle Gleichungen erfüllt. Da ]/2i = 1 + * ist, hat 
man folgende Transformation: 



- 19 — 

a^s = ^1 , y« = -- ^ L - — *«! ± (1 + t) yi 



ta^ 



.oder x^ = y^, y^_ ^i^i ±^^ + 0^iyi ^^ ja;^ ± (i ^ j)y^. 

3. A = dg und /Jg'^ 0; dann ist nach (2) ^2= ^i ['^ *2+ 
sein muß wegen (1) usw.], nach (6) Oj^O, also yi^^O. Es 
wäre also J.(rp) = und C(ic) = und y^ nur /"(iPi). 

4. X == ^2 ^^^ ^ = — ßi] also ist A = — ^2 ^^^ (6) 

Wenn ^2=^ + *^ ^®*> dann liefert (12) /S2= ± (i — l)«!, 
wo aber wegen (2) nur das negative Zeichen brauchbar ist. 

Wenn 'y^^ — i(x^ ist, dann liefert (12) iJj= ± (1 + i)^ij 
WQ aber wegen (2) nur das positive Zeichen genommen 
werden darf. 

Man erhält also zwei Transformationen, welche sich aber 
nur dadurch unterscheiden, daß bei der einen i das entgegen- 
gesetzte Zeichen hat wie bei der anderen. Die eine davon ist 

^ Vu y%- »«i + ^.yi »a + yi '' 

wo a =» c^ : ^2 ^^^7 denn bei dg » hat man die vorhergehende 
Transformation. 

m. 

Wenn außer d^ = und «2=0 auch A = — #2 und ft = 
ist, so bleiben folgende Gleichungen: 

(1) ß\ + 8\^0, {b)a,d,+Y^Y,+vß,^0, (9) ^ßxS,+ Y\-% 

(2)*2(«i+y2)=0, (6) y\ + va,= 0, myiiv-V,)-S,Y,--S,a,^0, 

(11) 1^*1+ «1^1+ «1^=0, (12) n{v + a^)^0, 

Aus (2) folgt: 8^=^0 oder y^ == — «i. Wenn aber 8^ = ist, 
dann folgt nach (1) /Ji = und (9) yi== 0, und es wäre y% = — x^y 
was schon erledigt ist. Also muß sein: ^2= — «x- Damit wird 
(6) = (12) «1 (oi + v). Wenn nun: 

1. «1 == = ^2 is*? ^*^^ ^*ölg* ^"8 (6) ^ = 0. Es sind nun 
nur noch die beiden Gleichungen zu erfüllen: 

(1) ^, + <J| = 0, (9) yj + 2^,d,= 0. 

Nimmt man /3i = + ^^2; ^^"^ ^s* ^i = -F (1 — i) dj- Nimmt 

2* 
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man /Jj == — i8^, dann ist yi = ± (1 + *) ^2- ^^'^ ^^^ dann 
folgende Transformation: 

^» = yi> ^«=-1-75 — ^^— i — oder y«= , .^ , ^^ , 

2. Wenn aber v = — «i ist, so bleibt außer den Glei- 
chungen (1) und (9) nur noch (5), welche erfüllt ist, wenn man 
aus (1) und (9) folgende Wertepaare bestimmt (NÖ. yg*^ "" ^)' 

(1) ß,^ + ii,, (9) n= + (l-i)*2 oder 

(1) ß^ id^^ (9) y^ = + (1 + i) d^. Man hat also: 

^2-yi, y«-- - a, + (1 - i)S,x, + d.y, - ~ a + (1 - t)a;, + y, ' 

wo a = «1 : ^2 gesetzt ist, da S^^^O auf eine schon behandelte 
Form führt. 

Das Vorzeichen von i ist auch hier, wie in den noch 
folgenden Transformationen, vertauschbar mit dem entgegen- 
gesetzten. 

IV. 

Wenn endlich bei d^ = und a^^O A = — tf ^ und v = a^ 
ist, so erhält man aus 

(1) ß,-±id,, aus (6) y2=±ia„ aus (9),yi=±(f)(l + i)d, 

und aus (12) /Jj = ± (i) (1 + *)«!. 
Es bleiben dann noch folgende Gleichungen zu erfüllen: 

(2) ß,ß,+ d,{a, + y,)=0, (10) n(a,^n)-Ma,+ ß,+ y,) ==^0, 
(5) %*2+yiy2 + «iA=0, (11) a,d,+ a,ß^+ß^ß,+a,r,-S,ß,^0. 

Nimmt man nun: 

1. 
ßi= + iä^ und ^2 = + icc^, dann ist 

Ä=±(*'"l)«i und yi=±(i-l)*2, 

womit aber (2) imd (5) nur dann erfüllt sind, wenn man jeweils 
das positive Zeichen nimmt. Also hat man 

wo wieder a = a^: ä^ ist, da ^2 ^ ^ ®"^® schon behandelte 
Form ist. 
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2. 

/?! = — id^ und y, = — ia^, dann ist 

y^ = — (1 + i) *2 wegen (5) und /Sg = — (1 + i) wegen (2), 

und man hat wieder dieselbe Transformation wie unter 1.^ nur 
mit entgegengesetzten Zeichen von i. 

3. 

/Ji = — idg und yg = + i«!, dann ist 

(9) yi== + (l + 0*2 wegen (5) und (12) /3,=+(l-i)«i wegen (2). 
Man hat dann folgende Transformation: 

4. 
/Jj = + f ^2 und ^2 ~ ^ *^; dann ist 

(9) yi»+(l-0*2 wegen(5) und (12) ft=+(l+i)a, wegen (2). 

Also hat man dieselbe Transformation wie bei 3., nur mit Yer- 
tauschung des Vorzeichens von i. 

§2. 

Nimmt man zweitens an^ daß d^ =» und cc^^^O ist^ so hat 
man nach Gleichung (4) y^ (ä^ + X) ^0. Ist 

a) y^ = [oder a^ A dj], so wird (9) ft (X — d^) = 0. 

b) Ist /Sj = [oder h") / = *»], so wird (1) Xtf^ = 0. Also 
c) X = 0. Dann folgt aus (2) «^ = und damit aus (10) 
(jSj + yg) = 0. Wenn d,= wäre, dann wäre nach (6) 
yj = und damit y, = 0. Also muß man ft =" ~ ^2 
nehmen. Dann folgt aus (8) v =^ und aus (6) 
Jj = — y^: a^^ was aber keine Transformation ergibt, 
c') dfj'^O- I^ diesem Falle ist nach (2) >ly2 = 0; y^'^O 
geht nicht neben d^ = ^2= ^i™ ^) ^^^^ ^^^ A = 0. Dann 
ist (7) ft(«i~^)==0. 

d) Ist /3j = 0, dann folgt, da y2+0, aus (12) i/ = — «i 
und damit aus (6) und (8) y2= — «i« Also hat 
man folgende Transformation: 

^2 = yi; Vi — ^1-»- 

d') Ist aber v = + «u dann folgt aus (6) y2 '^ ± ^^i- 
Man hat nun noch die Gleichungen 
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(ß) ß,+ y,-a,^0 und (12) ßl + 2 a^y^^O, 
Ist nun ^2= + i<h9 ^^ folgt aus (12) mit Rücksicht auf (8): 

/?,= + (l-i)«i- 
Ist aber yi^' — icci, so folgt ebenso: 

/Jj = + (1 + ^} ^^ ^^' 

b') Ist l^S^f dann folgt aus (1) ^i=«±*2 und aus (5) v==Tai, 

wo beidemal entweder das obere oder das untere Zeichen gilt 

I. /3i = + ^2 und i; = — a^] dann ist nach (11) ft = und 

nach (12) S-agd^-O; d^^O würde auf d^ führen, 

«2=0 auf § 1. 

n. ^1 = — - ^2 ^^^ V = + Oj. Es bleiben dann noch: 

(6) «a*2+y| + «? = 0, (10) ft^^i-n, 
(12) 2a,y,+ a,d, + ßl=^0. 

Setzt man nun ß^ aus (10) in (12) ein, so wird es 

gleich (6); aus (6) folgt aber, da «2+0, *, "^ ^^ ♦ 

Damit erhält man unter Anwendung folgender Ab- 
kürzungen — = c, — = a 



a, «1 



1 + aa:. + (« — c) y, + (a' + c*) ic. y, 
2 ^1' ^2 c — (a* + c*) yj 

a') Bei A = — #2 ©rhält man nach (1) und (2) 
(I) A= + i*2 und A= + i(ai+y2), 

(n) ß%^ "- *^2 u^*l A == ■" * (^1 + ^2)- Damit wird 

(10) ± ir,(a,+ y,) = *, {± i(«i+ n) + («1+^2)}- 

Also hat man mit (I) +iyi'=(l + *)*2 ^^^^ yi= + (l— *)*2 
und mit (II) — iy^ = (1 — i) ^2 oder y^ = + (1 + i) ^2. 
Wenn aber a^ + y, == wäre, dann müßte ft = und nach 
(6) ^2=0 sein, da c^4"0 ist, damit auch /8i = und yi=0, 
ein Fall, der schon erledigt ist. 

Für die weitere Untersuchung hat man also zwei Fälle: 
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A = + »«,; A- + *•(«! + y»); yi= + (i -»)*,. 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen ein, so sind außer 
(1), (2) und (10) auch (9) und (11) erfüUt. (12) wird gleich i • (6) 
und (5) gleich (2), so dafi nur noch bleibt: 

(6) «i *» + y» («1 + Ya) + »«1 («1 + y») = 0, 

(7) «,*, + i(«?-y|) = o. 

Aus (7) folgt, da «, + ist: (J, = ~ H"i " r») . Da^jt ^^^^ 

(6) yjCai+ys)^^- ^^^ ^*t msLn^ da «j+yj + O (Seite 22 
unten), y, = 0. Dann ist aber /Jg = + ia^ und dj = — f aj : a^ 
oder auch cifg = — ia| : d^. Man hat also: 

^-Vu y% 7i~0^ + yr ^ wo a = ai:djist. 

n. 

Dieser Fall erledigt sich genau wie L, nur hat man bei 
i immer das Zeichen zu yertausdien. 

§3. 

In dem Falle, wo d^ + und a, =» ist, lautet die all- 
gemeine Transformation: 

^^""«i + ^^i + ^iyi + ^i^iyi ' 

Setzt man nun rri=l:Wi, yi=l:t?^, a;, = l:t«j, y2=l:t;j, 
so folgt: 

t^ = t? t;« = 1 -h ^^ "r i^i~T"^^ 1 jjgQ dieselbe 

Transformation wie bei § 2. Die Diskussion von § 3 würde 
also nichts Neues liefern. Ich habe dieselbe durchgeführt und 
bestätigt gefunden, daß alle sich ergebenden Transformationen 
durch Einführen des reziproken Wertes der Variabein sich auf 
solche Yon § 2 reduzieren lassen. 

§4. 

Dieser Fall kann auf § 3 und damit auf § 2 zurückgeführt 
werden. 

Die allgemeine Transformation ist: 



\ 
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Setzt man nun a?i = w^ + f, iPg = m^ + «, y^ = v^ + £, y» = Vj + a, 
so ist: 

Dabei sind die a, /?, y, d Funktionen von a, &, c, d und £, 
a, = a + 6 (J + c — «i) + 6* (d — Cj — 6i) ~ a^dj. Man kann nun 
B SO bestimmen, daß a, = wird, daß man also den Fall von 
§3 hat. 

Damit sind alle Transformationen, welche y^ = x^ ergeben, 
behandelt. Daß sie auch wirklich richtig sind, ergab für jede 
einzelne die Ausrechnung von y^. Dann wird auch y^^^Vi, 
denn aus y^ = x^ folgt ^s = a;^ = y^. 



Zusammenstellung der gefundenen Transformationen. 

I. 
y^ ist nur von x^ abhängig: 

x^ =» y^ und y» = — a?i oder 

^2 =" Vi ^^^ ^2 =" ~ ^1 + ^ ^^^^ 

iKo = y. und y, = — ^— * — 

n. 

y^, ist von x^ und y^ abhängig: 

§1. 

(1) «» = Pu y» = - i^i ± (1 + »)yi> 

(2\ y ^ aa;, + (1 — pay, — a^yi 

'^ '' ^* + »a + y« ' 

(3) y,^ +i«.y.„ 



± (1 - »X + y, ' 



,K X ^ arct ~ (1 — gy^ + tX yi 

^ ^^ 2f2 _|.»-a-- (1 — t)a;i + yi ' 

/g\ ^ ^ «a^i + (^ + ^')«yi + ^Xyi 

^ ^ ^ä — ta + (1 — i)«i + Vi 
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§2. 

W % = + «« + i^i — (1 — Oä^i^ 

(9) y, == 






+ (1 — t) a?i + J/i 



Bednktion der Transformationen. 

I. 

Wenn bei der dritten Transformation dieses Abschnittes 
c = ist, so wird sie der zweiten gleich. Ist aber c 4= 0, so 
kann man statt a : c und h : c a und ß schreiben, also 

yg = ^ ^ jy - Bestimmt man nun b aus der Gleichung 

£^— 2a« — j8 = und macht folgende Substitution: 

X^^U^+By y^ = t^i + fi, x^=-u^+ fi, »2 = ^2 + ^; 

so folgt: t«g = Vi und t?^ = — -~— , wo a = a — - £ ist. Durch 
Einführen des reziproken Wertes der Variabein erhält man: 
t?« = — u[ -\ , also die zweite Transformation von I. Diese 

2 1 ' ^ 7 

geht durch die Substitution: ä^i == ««i + y ^°^ ^i =^ ^'i + ö" ^'^^^ 

in ^2= — Wj, also die erste Transformation von L Setzt man 
in dieser yi = Vi und x^^u^v^^ so folgt: 

u^v^^v^ und ^3 = — w^v^. 

Setzt man hier den letzten Wert von v^ in der ersten Trans- 
formation ein, so ist 

— , V8 = -WiVi oder x^^--^, y^-^-^iVu 

also der im ersten Kapitel behandelte Fall, daß x^ nur von x^ 
abhangt. 

n. 

1. a) x^ = yi, y» = — ix^ + (1 + ^i- 

Setzt man Xi=^ ti^ — v^ und yi = % — iv^, so folgt: 

^2 — ^2 = ^1 — ivi und t«2 — ivg« — u^ + v^. 
Subtrahiert man die zweite von der ersten, so ergibt sich: 
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— (1 — i) Vj = — (1 + i) t?i oder v^ = iv^. 

Multipliziert man aber die erste mit i und subtrahiert die 
zweite^ so ist 

1. ß) x^ == y,, y%^ -^ i^i — (1 + ^1- Setzt man hier 
rr^ = — Wj + *'t;i und ^i = + i^i -— it?i, so folgt: 
— u^+iv^'^iui — iv^ und iwg — iv^'^ iv^ + u^. 

Durch Addition ergibt sich — (1 — i) Wa = (1 + ^i ^^^^ 
Mg = — it^jj was durch m^ = i : o?!, w^ = i : ic^ in 

übergeht. Multipliziert man aber die erste mit i und addiert 
dann, so ist v^^ — v^, was durch t?i = yirrj übergeht in 

2. x,^y, und «^1 + (l -; Oay. - o^y^ . 

Setzt man hier x^==^ au^{l + {) — ia und yj = a v^ (1 + i) — ia, 
so ist: 

«, = r, mid -1 + «. + «'.-«.«'. ^ -(l-t«.)(l-t>,) 

wobei man beachten muß, daß 2i == (1 + iy ist. 

Setzt man weiter u^ = y^ und v^ = a?! (1 — y^), so folgt: 

J/,= ^t(l-yi) und ^,(l^^(l^yj) = --(ill^^^^ 
oder ^2 = ^1(1 — ^1) und a;2= — — , 



a?i 



indem man in der zweiten Transformation den Wert für y, aus 
der ersten einfuhrt. Man hat damit die Transformation auf 
Kapitel I zurückgeführt. 

3, Die Transformation: y^ =» , /^ ^ \ — geht durch 
Einführen des reziproken Wertes der Variabein in die Form 1 über. 

4. a;« == t/i und y^ = , .\ ' ^^^' , — ireht durch die Sub- 

2 !fi :f2 _ct + (l — i)a;i + yi ö 

stitution: x^= a:u^ und y^ = a : v^ über in: 



a^ . . a^ 



—- + * 



-« + (!-*■)— + 

Man hat somit den Fall unter 2., wenn a = 1 ist. 



»1 «'i 
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5. Setzt man hier x^^i^ — a und ^i — t^i — », so hat man: 

^3"^ Vif 

— a(l — iju^ -i- av^-\- au^ — g* — (1 — ♦')at?^-f-(l — *)«*+*' t<it?i — *'«ti^ — iaVi-\-ia* 

Die Fortsetzung findet sich bei 3. 

6. Setzt man rc^ = % + ia und yi =» tJ^ + ia, so ergibt sich: 



!;•= 



- ia[{l + »")<* + (1 — *)**! + ^i] + (1 + *)«^i + *(1 + t)*'+*X ^1 — «^1 

oder Ua = t?. und v« = . ~ ^^ "*" , .^"^ "\*^^ !^^ — , 

also ein besonderer Fall von 4. 

7. Setzt man oc^=^ Ui—iv^ + — —— und yi='iwi+ii;i+ y""t ; 

so ist: 

Wj — iv^ = i% + *«^i und 

iwj + it^j == — Ml — ivi- 

Durch Addition erhält man (1 + i) m^ = (i — 1) t«i = i (1 + i) u^ 
oder t^ = i% . Multipliziert man aber die erste Gleichung mit i 
und subtrahiert von der zweiten, so ist: (i — 1)^2= (1 — i)vi 
oder v^^ — v^y was durch v^ = y^ul in y^^tfi übergeht. 

8. Schreibt man a + c — r und a*+ c^== s und setzt: 



X. 



i j^ und y^ ^, so folgt: 

, — cv^r-\-a^-\-c^-\-ac — aru^-i-ac — arVi — crt^+^'^i^i 

oder rt;«= ^ ^-^ '— ^ oder t;,« -^ *-^ — ^^^- 



rt?i * i?i 



Fortsetzung wie bei 2. 

Wenn aber a*+c'=0, also c = ± ia ist, so wird die 
Transformation identisch mit der in 7. behandelten, oder mit 
derjenigen, welche aus 7. durch Vertauschung des Zeichens von 
i sich ergibt. 

9. Setzt man x^ =• au^ + — und y^ =» av^ + ö^ > ^^ ®^" 
gibt sich 
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1^ = »!, 



o»,= 



* — »(t + -J-) a + (1 — i) aw^ + at?i 

Man rechnet zuerst den Nenner (N) und dann den Zähler. 

(* * * \ 

— - y + "l^ + 1 + -|-) 

« a*(t + j). Der Koeffizient von «?i ist: (■— i + * + ^) ö^* 

= (1 + i) (^ + i ) öt*. Setzt man dann i + ^ = 6, so lautet die 
Transformation : 

indem man wieder x^, y, für die Variabein setzt. Das ist aber 
die schon behandelte Transformation 6. 

Es sind damit alle Cremonaschen Transformationen Uy 
für welche TJ^P ^ F ist und bei welchen ein Linienbüschel 
wieder in ein Linienbüschel übergeht, reduziert auf den Typus: 
x^==-x^ und y^-=^iy^. 

Die elementaren symmetrischen Funktionen erhält man als 
Koeffizienten der Potenzen und Produkte der a, /^, y in folgendem 
Ausdruck: 

{ax^ +y + ßy^ {ax^ + y + ßy^) («^s +? + ßVi) («^4 +Y + ßyd 
-=^{ax^ + Y + ßy^{ax^ + Y + ißy^{ax^'\-y-ßyx){ccx^ + y-ißyx) 

^{ax,*+yy-ßYi 

- 0*^4 + a^y 4a^^ + a^y^6xl + ay^ 4tx^ + /- ß^yt- 

Es sind also alle mit Ausnahme der hier als Koeffizienten auf- 
tretenden elementaren symmetrischen Funktionen Null. 

Demnach bilden iiX^ und — y* ein Hauptpaar, durch welches 
die anderen sich rational darstellen lassen. 



-- 



n. Abschnitt. 
Inyolutorisclie Transformationen einer Gruppe von n Punkten. 

Von den in Kapitel I aufgestellten Transformationen lassen 
sich die ungebrochenen sehr leicht auf eine Gruppe von n Punkten 
ausdehnen^ wenigstens wenn n eine Primzahl ist. Man hat 

A: x^^ a ^hx^y 
^«+1=' a + ah + a6*+ • • • a&""^+ l^x^^ x^, 
also J^^l und a(l + 6 + 6*H 6«-i)=.0. 

Wenn a = ist, so ist 6 = «% wenn man mit b eine n*" Einheits- 
wurzel bezeichnet. Man hat also 

iX/O — ~ C X\ • 

Wenn a + 0, dann ist 6 = «", wo aber bei v die durch n teil- 
baren Zahlen ausgeschlossen sind. Also 

Setzt man hier Xy^^u^-\ --, a?^ = w^ H , so folgt 

1 — € 1 — £ 

B: y, = ^ + JByi, 

wo die B^^^W) . . ., J.^^)^^*) . . . bedeuten, daß in B resp. A die 

Transformation einmal, zweimal usw. vorgenommen wurde. 

Daraus läßt sich das Bildungsgesetz für y^^^ ablesen: 

Man hat also für A und B folgende Gleichungen: 
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Für das Folgende hat man zwei Fälle zu unterscheiden^ je nachdem 

x^ = x^ oder 
X2 = s^x^ ist. 

Wenn x^^ x^, daim lauten die Gleichungen 

JS"«1 und ^(1+jB + jB»+... + 5'-i)-0. 

Es kehren dieselben Betrachtimgen wieder wie unter A. Die 
Form y^ = y^ ist ausgeschlossen. 

Wenn aber x^ ^ a^x^ ist, dann kann man ganz analog wie 
oben (Seite 8) verfahren. 

Es sei also B(x^) = (x^ — ay^ (x^ — s'df^ {x^ — B^^'df^ • • • C(^i); 
wo C{x^ für kein x^ == «"^a mehr verschwindet oder 00 wird. 
BW) im . . . jB(«-i)= 1 wird dann 

{x^—ay- {x^ — b'dy^ {x^—B^'^ay^ • • • (^1— «^'^ " ^^''a/'* -^ C(ä?i) 

X (£(»-!) ^r»!— ayo (£(«-!) ''i^i— f^a)*'* • • • 

Da nun n eine Primzahl ist, so sind die (s'^y für (9 = 0, 1, n — 1) 
alle verschieden und (a")? liefert sämtliche Einheitswurzeln. 
Man erhält also, abgesehen von einer Potenz von s. 

Da nun die elementaren symmetrischen Funktionen der 

Einheitswurzeln alle gleich Null sind, außer I j 6\ so hat man 

1 

n-l 

(^J^a«)^''* JJC(6^^i) = l, also ^Pi=-0. 



Somit ist also, da l)„_i = — jPo — i>i— Ä^i^s jP«-2 ist. 
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indem man jeweils die nötigen Faktoren im Zähler und Nenner 
beifügt. 

In derselben Weise kann man nun auch C{Xi) zerlegen 
und erhält endlich 

x^^s^x^ und ya= jjje UQo:,) ^^'^^'y^^ ^^ (e=i .n-i) 

Dabei sind E^ ganze rationale Punktionen. 

Der Koeffizient von y^ ist mit irgendeiner Einheitswurzel 
multipliziert, die jedenfalls unter (s^y enthalten ist, wenn 6 von 
bis n — 1 geht. 

Setzt man nun: 

t/i = t?i: JJj5;^(£^(?-%i) und 

y» = ^2 • YJ ^a («" ^^1)7 (e = 1 • • • « - 1) 

so ist: x^ = e^Xi und t?, = Gri^i) + («^)^^i? 

wo G eine ganze rationale Funktion ist. Setzt man weiter die 
umkehrbare Substitution: v^^^x^w^, v^^ (s^yx^w^y so folgt: 

a?2 = s^x^ und w?3 = G^i(^i) + w?i. 

Nun findet man, ganz wie bei einer Gruppe von vier Punkten, 
durch Zerlegung. von G^ die folgende Transformation: 

x^^s^'Xi und w^'=^Wi + XiK^(x^)+x\K2(xl)-\ — r4'*"'^^-^«-i(^r)- 
Setzt man nun: 

so folgt: 

x^^h^'x^ und y^^y^. 

Es wird nämlich der Koeffizient von JT^ gleich: 



«*''— 1 «'"— 1 



Also hat man auch hier mit Vertauschung der Variabein den 
Typus 

Xi^^=^x^ und y2^*yi* 



— ^ 



r 



